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Problema 1: (Wald 5.3)

(a) Considere a equacao modificada de Einstein
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Escreva andlogos das equagoes de Friedmann,
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com os termos dependentes de A. Mostre que solugoes estaticas destas equagdes sdo possiveis apenas
com A > 0. Estas solugdes sdo chamadas universos estdticos de Finstein. Para um universo preenchido
com poeira P = 0, relacione o “raio do universo” a(t) com a densidade p. Examine perturbagoes da
solucdo achada para a(t) e mostre que o universo de Einstein é instavel.

(b) Considere a equacao modificada de Einstein com A > 0 e T,, = 0. Obtenha a solugdo homogénea
espacialmente e isotrépica para o caso k = 0. O resultado é na verdade homogéneo espago-temporalmente
e conhecido como o espago-tempo de de Sitter.
Problema 2: Considere a métrica de FRW com secao espacial plana:
ds?* = —dt* + a*(t)(dx? + dy? + dz?),
onde a(t) o< t®. Como vimos, a estrutura causal deste espago-tempo no futuro varia conforme a > 0 ou néo.

(a) A partir das equagoes de Friedmann, relacione « com a constante w na equagao de estado P = wp para
o futuro longinquo ¢ > 1.

(b) Mostre que as trajetérias das geodésicas tipo tempo tém comprimento finito para w < —1. Isto significa
que neste caso de pressao fortemente negativa o espaco tempo tem uma expansao tao acelerada que
virtualmente “se rompe”. Este fenomeno foi chamado de “big rip”, e pode se tornar uma realidade para
a evolucao do nosso universo.

Problema 3: Considere a métrica de Kasner:
ds* = —dt* + X?(t)dx® + Y3(t)dy* + Z*(t)d=>.
na presenca de poeira P = 0. Defina a fungao S(t)® = X (t)Y (t)Z(t) como o elemento de volume espacial.

(a) Mostre que a equagao da continuidade para o tensor energia-momento implica que
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com k uma constante.

(b) Mostre que
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S(t) = gkt@ L3, 3)

é uma solugao das equacgoes de Einstein para « e X constantes. Note que a evolugao é anisotrépica para
¥ #£0.

(c) Mostre que o universo de Kasner acima evolui mais rdpido que o andlogo FRW dominado por poeira.
[Dica: considere os fatores de expansio nas trés diregoes.]



